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Unidad |

Aproximar limites de sumas

Vamos a considerar cuatro problemas aparentemente diferentes. Sin embargo, cada uno involucra en
algun sentido una suma infinita, esto es, el limite de la suma de n términos a medida que n se hace mas
y mas grande. No resolveremos ninguno de estos problemas, si no que obtendremos aproximaciones a
sus soluciones.

Ejemplo 1

Se deja caer un objeto de manera que su velocidad es 32: ft/seg hallar la distancia recorrida en los tres
primeros segundos.

La fisica nos dice que si la velocidad es constante, entonces la distancia recorrida es igual al producto de la velocidad por
el tiempo transcurrido. Pero ;Como podemos encontrar la distancia si la velocidad varia? Nuestro enfoque a este
problema consiste en aproximar la distancia recorrida sobre pequefios intervalos y luego sumar estas distanciaspara
aproximar a la distancia total.

Vamos a dividir el tiempo total en subintervalos de 1 segundo

\% 32 ft/s 64 ft/s 96 ft/s
| | | |
t 1 2 3
Int o de fi Velocidad al final del intervalo de Distancia aproximada recorrida
ntervalo de tiempo tiempo v =32¢ durante el intervalo d =v.Ar
t=0a r=1 32 32
t=1 adt=2 64 64
t=2a t=3 96 96
Total 192 pies

Dividiendo ahora el tiempo total en subintervalos de 0.5 segundos tenemos 6 subintevalos

v 16 fi/s 32 fi's 48 fi/s 64 fi/s 80 fi/s 96 ft/s
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Intervalo de tiempo Velocidaq al final del intervalo de Distancia ap.roximada recorrida
tiempo v =32t durante el intervalo d =v.At
t=0a ¢=05 16 8
r=05a =1 32 16
t=1 at=15 48 24
r=15a =2 64 32
t=2at=25 80 40
t=25a =3 96 48
Total 168 pies

Esta aproximacion es mas exacta que la anterior y entre mas divisiones se tengan la aproximacion se
acerca hacia un limite definido que en este caso seria la distancia recorrida en los tres primeros segundos

Ejemplo 2. Una colonia de bacterias crece en tal forma que al final de t horas su tasa de crecimiento es

de 1000(1 +t2) bac/hr ¢ en cuanto crece la colonia durante las dos primeras horas?

Primera aproximacion vamos a dividir el tiempo total en subintervalos de 0.5 segundos

Tc

1250 bac/hr 2000 bac/hr

3250 bac/hr 5000 bac/hr

0.5s Is

L5s 2s

Tasa de crecimiento al final del Numero de bacterias que crecen
Intervalo de tiempo intervalo de tiempo durante el intervalo de tiempo
Tl 1000(1+ %) NB ~Te x At
0-0.5 1250 628.25
0.5-1 2000 1000
1-15 3250 1625
15-2 5000 2500
Total 5753.25 bacterias

Prof. J. Rafael Martinez Gémez
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Segunda aproximacion dividiendo ahora el tiempo total en subintervalos de 0.4 horas

Tc 1160 bac/hr 1640 bac/hr 2440 bac/hr 3560 bac/hr 5000 bac/hr
1 | | | | |
[ ! | I I |
t 04s 0.8s 1.2s 16s 2s
Tasa de crecimiento al final del Numero de bacterias que crecen
Intervalo de tiempo interyalo de tiempo durante el intervalo de tiempo
Te  1000(1+1%) NB ~Tcx At
0-04 1160 464
0.4-0.8 1640 656
0.8-1.2 2440 976
1.2-1.6 3560 1424
16-2 5000 2000
Total 5520 bacterias

Esta aproximacion es mas exacta que la anterior y entre mas divisiones se tengan la aproximacion se
acerca hacia un limite definido que en este caso representa el nimero de bacterias que se reproducen
durante las dos primeras horas.

Ejemplo 3 Supongamos que una compafia ha determinado que su costo marginal de produccion es
(0.04x—5) ddlares/unidad, cuando el nivel de produccién es de x unidades. Hallar el costo adicional

cuando el nivel de produccion es de 500 a 600 unidades.

Primera aproximacion dividiendo el intervalo en subintervalos de 25 unidades

15 16 17 18 19
dol/unidad dol/unidad dol/unidad dol/unidad dol/unidad
I I I I I
X 500 525 550 575 600

Prof. J. Rafael Martinez Gémez
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El intervalo se divide en cuatro partes iguales y la aproximacion se hace con los valores del extermo
derecho

Prof. J. Rafael Martinez Gémez
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Costo marginal de produccion
Intervalo de unidades C = (0.04x-5) Costo adicional C ~ C.Ax
25 16 400
25 17 425
25 18 450
25 19 475
1750 dolares

Si tomamos los valores del extremo izquierdo, la tabla queda de la siguiente manera

Costo marginal de produccion
Intervalo de tiempo C = (0.04x-5) Costo adicional C ~ C.Ax
25 15 375
25 16 400
25 17 425
25 18 450
1650 dolares

Nota: en ambos casos el resultado es una aproximacion, tomando extremos derechos nos acercamos al valor real por la parte
de arriba y tomando extremos izquierdos nos acercamos por la parte de abajo

Ejemplo 4 Hallar el area sombreada: bajo la curva y=x*por arriba del eje x y entre las rectas x=1y
x=3

fx)=15

Prof. J. Rafael Martinez Gémez
_6-



Centro de Estudios Tecnologicos Industrial y de Servicios Num 1.
Tlahuac DF
Matematicas V

Por geometria sabemos que si una funcién es constante, entonces el area es el producto de la altura por

la anchura pero ¢ como encontramos el area si la funcion no es constante? Aproximamos el area sobre
pequeiios intervalos y luego sumamos estas para obtener la aproximacion total.

Subintervalos de 0.5 unidades y tomando extremos izquierdos

L8]

A=0.5(1)+0.5(2.25)+0.5(4)+0.5(6.25) = 6.75u>

o también A=0.5(1+2.25+4+6.25) =6.75u>

Subintervalos de 0.5 unidades y tomando extremos derechos

6.25

2.25

A=0.5(2.25)+0.5(4)+0.5(6.25)+0.5(9) =10.75u?

o también A=0.5(225+4+6.25+9) =10.75u>

Subintervalos de 0.2 unidades y extremos izquierdos

Prof. J. Rafael Martinez Gémez
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(5]

EJERCICIO 1 LIMITE DE UNA SUMA INFINITA

Resolver los siguientes ejercicios (Para resolverlos sera util tener una calculadora manual)

2

t
1. Supongamos que la velocidad de un cohete ¢ segundos después del lanzamiento es de @millas /s

Hallar dos aproximaciones a la distancia recorrida durante los 10 primeros segundos. Para la primera
aproximacién dividase el intervalo en cuatro subintervalos iguales y para la segunda en cinco.
Elijanse los extremos derechos para calcular las velocidades pertinentes.

Prof. J. Rafael Martinez Gémez
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Supongamos que cierta poblacion animal crece de manera que después de w semanas la tasa de
crecimiento es de S500(1+4w) animales/semana. Hallar dos aproximaciones al incremento en la
poblacion durante la quinta semana, es decir, entre w=4 y w=5. Dividir el tiempo total en cuatro

subintervalos iguales usando a) extremos derechos de los subintervalos para una aproximacion y b)
los extremos izquierdos para la otra.

3. Si el costo marginal en un nivel de produccion de x unidades es 0.002x-0.3 dolares/unidad hallar una
aproximacioén al costo adicional de elevar el nivel de produccion de 1000 a 1050 unidades. Usar 5
intervalos iguales y usar extremos derechos para calcular el costo marginal pertinente

Prof. J. Rafael Martinez Gémez
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Definicion de la integral definida.

En general todos los problemas que consideramos involucran una funcién f(x), un intervaloa<x<by
sumas de aproximacion obtenidas como sigue:

1) Se divide el intervalo en n subintervalos de longitud igual. La longitud debe denotarse por Ax

3) Seevalua la funcién en cada punto seleccionado: se multiplica este valor por la longitud del
subintervalo Ax y entonces se suman estos productos

4) [ (x)Ax+ f(x2)Ax+ [ (x3)Ax+ .4 f (X1 )Ax+ [ (30 )Ax

5) Si estas sumas tienen un valor limite cuando n tiende al infinito o Ax » 0, entonces a este limite se le
llama integral definida de “f” sobre el intervalo que va de « a b, y se denota mediante

I: f(x)dx

Lo cual se lee “integral definida desde a hasta b de f de x dx”. Asi tenemos

Lbf(x)dx = lim| f () Ax+ f (x2) A+ £ (x3) A+t f (301 ) Ax+ f (30 ) Ax |

X—>0

Observaciones sobre la integral definida.

1) La integral definida sélo se define si el valor limite no depende de la eleccion de los puntos dentro de

los subintervalos.

2) Lbf(x).dx es un numero.

3) Puede mostrarse que si f(x) es continua en el intervalo a<x<b, entonces existe la integral

Lb f (x).dx _

4) La suma finita que aparece arriba, se denomina suma de Riemann. La integral definida como

Prof. J. Rafael Martinez Gémez
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acabamos de definirla se llama la integral de Riemann.

Prof. J. Rafael Martinez Gémez
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b
5) Si s sedacomo unafuncionde ¢ o de « o de alguna otra variable, entonces escribimos L f(t)dt

b
o L f(”)d” . Lavariable x, ¢, u,... se llama bosquejo variable.

b
6) La funcion f(x) en I f(x)dx es llamada el integrando; «y b se llaman limites de integracion o

simplemente los limites; « es el limite inferior y & el limite superior

Ejemplo 1

Expresar cada una de las siguientes areas que determinamos con exactitud en los ejemplos anteriores,
cada una como una integral definida.

a) Y=x"Entrex=0yx=1 j;xzdx
b) y=3x+lEntrex=0yx="1 I;(3x2 +1)dx
5
c) y=2x+3 Entrex=1yx=5 L (2x+3)dx
Ejemplo 2

Hallar la distancia recorrida entre los instantes ; y I, por un objeto que se desplaza a lo largo de una

recta si su velocidad en el instante { es v (t)

La distancia recorrida sobre un pequefo subintervalo del tiempo es aproximadamente igual al producto
de su velocidad en un punto del subintervalo y la duracién del subintervalo. La suma de estos productos
es la distancia aproximada total. La distancia exacta es el limite de estas sumas cuando el numero de

subintervalos tiende al infinito. Asi la distancia D recorrida entre t1 y tz esta dada por

D= f:z v(t)dt

Prof. J. Rafael Martinez Gémez
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Ejemplo 3

Hallar el nimero total de nuevos matrimonios entre los tiempos [ =ad y t=b si M(t) es el numero de
matrimonios diarios ¢ dias a partir de una fecha determinada.

El numero de matrimonios que tiene lugar sobre un pequefio subintervalo del tiempo es
aproximadamente igual al producto de la tasa matrimonial por la longitud en dias del subintervalo. El
numero total T de nuevos matrimonios que tienen lugar entre t=a y r=5b es el limite de la suma de
estos productos cuando n tiende al infinito. Por lo tanto

T = J':M(t)dt

Ejemplo 4

Hallar el costo adicional C que resulta de un aumento en la produccion del nivel L, al nivel L,

unidades si M (X) es el costo marginal en el nivel de produccion de x unidades.

L2
C= J.Ll M(x)dx

Ejemplo 5

Hallar el cambio R en los ingresos que resulta de cambiar el nivel de produccion desde 400 hasta 450
unidades si f (x) es el ingreso marginal en el nivel de produccién de x unidades.

ke [ 1oy

Prof. J. Rafael Martinez Gémez
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1) Hallar el numero total T de divorcios ocurridos en febrero de 1978 si D(¢) es el nimero de divorcios

que tienen lugar diariamente al final del dia ! de 1978. Explica por que

2) Hallar el cambio P ocurrido en una poblaciéon entre los tiempos f; y I, si G(f) es la tasa de
crecimiento de la poblacion en le tiempo ¢ . Explica por que

3) Hallar el cambio ¢ en el peso de un animal entre el dia de su nacimiento y su quinto aniversario de
vidasi 4(7) es latasa de crecimiento a los ¢ afios. En libras por afio. Explica porque

Prof. J. Rafael Martinez Gémez
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4) Hallar la cantidad A de dinero que ganan en el tercer afio 100 pesos si la tasa de crecimiento después

0.06¢

de ¢ afios es 6e”" . Explica porque

5) Hallar el numero N de personas que se enteran d un rumor durante las 24 primeras horas, si R(f) es

la tasa a la que se propaga el rumor, medida en personas por hora, ¢ horas después de iniciado el
rumor. Explica tu respuesta

6) Hallar el numero @ de personas que contraen una enfermedad durante la segunda semana de una
epidemia si D(¢) es la tasa, de personas por dia, a la que se propaga la enfermedad a los ¢ dias.
Explicalo

Prof. J. Rafael Martinez Gémez
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El teorema fundamental de calculo.

Si J.:f(x)dx existey F'(x)= f(x), entonces

[ f(@)de=F' ()T = F(8)~F(a)

Este teorema nos permite evaluar integrales definidas sin tener que recurrir a la definicion como limite de
una suma infinita. Para evaluar la integral I f(x)dx, solo necesitamos encontrar una funciéon F cuya

derivada sea f, evaluar F en b, y entonces sustraer de este valor el valor de ¥ en @ . La cantidad

’ b
F(b)-F(a) suele denotarse como £ (X)]a.

Ejemplo 1
Evaluar J.ls 3x%dx

. . . 2 -~ , 3 2
Lo que necesitamos es una funcién cuya derivada sea 3x” . Pero es facil: la derivada de X° es 3x” . De
esta forma

I153x2dx =x3 ]i =

=(5) —(1) =124 0/’
Ejemplo 2

Evaluar LS (4x3 + 1) dx

La funcién que derivada nos da 4x* +1 es .... x*+x porlo que

I;(4x3 +1)dx = x* +x]5 =

[(5)'+5]-{(2) +2 =612

Ejemplo 3 Evaluar J.f(:lv_ Zx)dx

I x

3
J‘(l_ 2x |dx=Ln x —x
Prof. J. Rafael Martinez Gémez
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[ Ln(3)=3* ]~ Ln(1) =1 | = _7.901-(~1) =—6.901
Evaluar J.Olexdx

La funcion que derivada da €' es e . En esta forma

1 1
IoexdxzexJ =el -’ =e-1

=2.71-1=1.71

Ejemplo 4 Usar el teorema fundamental de calculo para encontrar el area bajo la curva

py |73 +1)dx =
= +x] =[F+3]-[P+1]=
=[27+3]-[1+1] =28 *

c) J.z (2x+3)dx=
[ +3x] =[5 +3(5)]-[12 +3(1)]=28

= [25+15]-[1+3] =36

Prof. J. Rafael Martinez Gémez
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1. Calcular las siguientes integrales definidas:

a) JS 2x.dx = 21 dx
3 d) ) ; =
b) Iz 6x%dx e) €dx =

3

C) j24x3 —3x%dx =
1 f) J.(4x2 +6x+3)dx=

Prof. J. Rafael Martinez Gémez
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4
2. Si la velocidad de un objeto que se mueve a lo largo de una linea es en el tiempo r >t

pies por segundo, ¢ qué tanto recorre en los dos primeros segundos?

3. Si el costo marginal de produccion es )«J dolares por unidad cuando la produccién tiene

un nivel de * unidades. ¢ Cual es el cambio en el costo al pasar el nivel de produccion de
50 a 75 unidades?

710 + 3¢2

4. Silatasa de crecimiento de una colonia de bacterias es bacterias por hora, al cabo

de ? horas, ¢ Cual es el cambio en la poblacion durante la tercera hora?

Prof. J. Rafael Martinez Gémez
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f(x)=3x
5. Hallar el area bajo la grafica de entrex=1yx=3

6. calcular las siguientes integrales definidas

Prof. J. Rafael Martinez Gémez
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La integral indefinida

A la operacion de calcular la anti derivada de (primitiva) de una funcién se le llama integracion y
se denota con el simbolo _f que es la inicial de la palabra suma.

Si F(x) es una funcién primitiva de f (x) se expresa

[r@a=r+c Siysolosi F(x)+C=f(x)

La expresion If(x)dx es la antiderivada de F (x) .

I Es el signo de integracion, se lee “integral de”
f(x) Integrando

dx Diferencial de la variable
X Variable de integracion
F(x)  Funcion primitiva

C Constante de integracion

Integrales inmediatas

A partir de este momento las antiderivada de una funcién se determinara de manera practica en especial
las funciones polindmicas de grado entero aplicando las siguientes formulas y propiedades:

Férmulas de integracion basica a partir de aqui consideremos a # como cualquier funciéon de
la variable x

Num. Formula o propiedad descripcion
_ La integral de una constante es igual a la constante
1 Jk.dx =hkx+C multiplicada por la variable x

La integral del producto de una constante por una

2 ka (x).dx = kjf (x)dx funcion f'(x) es igual a la constante por la integral de
la funcién
3 .[dx =x+€C— La integral de la diferencial de la variable x

La integral de una suma o resta de funciones es igual a
4 J‘[f(x)ftlg(x):ldx = jf(x)dx + Jg(x)dx la integral de cada término implicado en la suma o

resta.
il La integral de una potencia es igual a la potencia n
5 .[x”dx _ X +C multiplicada por la variable x aumentada su potencia
n+l en 1y dividida entre la potencia aumentada
5 J‘@ —Inx+C La integral de ladx entre la variable x es igual al
X logaritmo natural de X

Prof. J. Rafael Martinez Gémez
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Je‘.dx —e' +C

La integral de ¢* esigual a ¢, donde e representa
un logaritmo neperiano base (2.71...)

Prof. J. Rafael Martinez Gémez
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Ejemplo 1

I7x4dx =
7J. xtdx =

= 7J‘x4dx=1x5 =
5

Ejemplo 2

J’idxz
5

J'de=ix+C 3
5

5 Mismo caso anterior Se aplica la propiedad 1 porque g es una constante

Ejemplo 3

Se aplica la propiedad 2 (sacar la constante e integrar la potencia x*)

— 1
- 7jx4dx ="x se aplica la formula 5 aumentar la potencia en 1 y dividir entre la misma potencia

Ejemplo 4

J‘Edex =

3 Mismo caso que el ejemplo 3

2 s 2x% 2 6 1

—jx dx=——=—x =—x +C Las fracciones se simplifican a su minima expresion
36 18 9
Ejemplo 5 [(5x> +7x = 2)dx =

Prof. J. Rafael Martinez Gémez
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X3 X2

= SIxzdx+7dex—2Idx = S5 +7_-2x=
3 2
5 7
=X +_x-2x+C
3 2
Ejemplo 6
2 , -
-5 4 £ Igual que el ejemplo 5 tenemos una suma de tres términos, por lo tanto
j(3x +7x )dx son tres integrales individuales.
X =
= 3j x3dx + 7j x4dx — ZJ dx _
X
4
_3X 4 T x_
4 3 2Ln |x| +C
Ejemplo 7

I(2x3 +6x% +x —S)dx =

=2Jx3.dx+6jx2.dx+Jx.dx—3jdx =

2
X XX
=2—+6—+3—3x+C =lx4+2x3 +lx2—3x+C

:Il.dx+jex.dx=
X
d

:J.;x +J.€xdx: =Ln|x|+ex+c

Prof. J. Rafael Martinez Gémez
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EJERCICIO 5 INTEGRALES INMEDIATAS

Resuelve las siguientes integrales utilizando la formula de la potencia

1. j7x6dx= 4 [l 43 - xs ol

2 J6 3d, S, I(—3X3—5x2—x—10)7’ =
. X ax =

3. I(4x3 -2 +x—6)dx =

Prof. J. Rafael Martinez Gémez
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j(9x8 54 —Zx)i _ 0. I(xw —x? +7x* +2)dx

3% + 20" +5x% —x)dx =
j( X’ +2x" +5x x) * 11. I(x100+32x31—25x4 —18)dx

A2 -2/3 -1/4 =
J( W27 45y )dx 12, [(3x 50 41027 )dx =

Prof. J. Rafael Martinez Gémez
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(x2+1+1—2\
16. j'k ;x_2)|dx
(s 2 )

17. |8 — +2|dx
JK x )

1/3 3/2 2/5

18. I(x -x +x —3)dx

Prof. J. Rafael Martinez Gémez
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Integrales que requieren realizar una operacién previa

En muchas ocasiones es necesario primero simplificar o rescribir la integral de otra manera y finalmente
integrarla, en el siguiente caso primero se simplifica.

EJEMPLO 1
(¥ =3 +4)
| ——ldx=

\ )

PRIMERO REALIZAMOS LA DIVISION
J.(x3 -3x+ 4) =

<"
J.x3.dx - 3J.x.dx + 4J. dx =

X

£+3£+4ln|x|+C

4 2

EJEMPLO 2

3x2+2x—5d
——dx
Jx

PARA REALIZAR LA DIVISION ESCRIBIMOS EL DENOMINADOR COMO UNA
POTENCIA

:J.(3x3/2 4ol —Sx’”z)d _

= 3J.x3/2dx + ZJ.x”zdx - 5J.x”2dx =

5/2 3/2 1/2

_3X . 2X 5% +C
5/2 3/2 1/2

Finalmente simplificamos

=_ X +f 2 -10x"2 +C

Prof. J. Rafael Martinez Gémez
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[322(51 436 — )t =

EJEMPLO 3 En este caso se trata primero de multiplicar
= [(157 +9r =3¢ )t =
= 15J.t3dt + 9jt4dt - 3It5dt =
B I5 I
-15°,9° _3"+cC
3 5 6
2
[ -5ydt = | o
EJEMPLO 4 Resolvemos primero el binomio al cuadrado

= [ (9t =302 +25)dt =

- 9I Adt —30j Adt +25I dt =
_ 9P 30" 42504
5 3

=2t5 —-108 +25t+C
5
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EJERCICIO 6 INTEGRALES QUE INVOLUCRAN UNA SOLUCION PREVIA

5 J.x3 —x? +4x X

3 J.9x4 +15x% +30

X
3x
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Integracion de Funciones compuestas.

Sustitucion por cambio de variable.

Existen varias técnicas para aplicar una sustitucion pero el propésito de todas es identificar en el
integrando una funcién que este multiplicada por la diferencial de esa funcion, y asi poder aplicar la
férmula de integracion. El proceso de integracion que utilizaremos es el siguiente.

[ Integral original ]l:>[ Reescribir ]:> — Simplificar

Integral de una potencia. La integral de una funcion u de una variable x elevada a un exponente es
igual a la funcion elevada al exponente original mas uno, todo dividido entre el exponente originalmas
uno.

n+1

u

J‘u”du: +1+C Con n=-1
n
Ejemplo:
Integral original Reescribir integrar simplificar
X’ 1 5
x2dx = de - _x+C
[ '[x 3 3
1 -3 —4 1
4
_ - X —
Ix3 dx '[X dx 4 4
*
2|
J.\/;dx= '[le 2dX );— §X32+C
2
x3
J-3x2dx = 3.[x2dx 3? ¥+

Estrategia para el cambio de variable

Prof. J. Rafael Martinez Gémez
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n+l

Ejemplos formula de la potencia Iu"du = 1 +C
Ejemplo1 [(3x—1)' 3dx

Analizando la integral pareciera ser que puede ser resuelta directamente con la férmula de la potencia ju"du

Identificamos u y du

u=3x-1
Elegimos como ¥ la funcion compuesta elevada a la potencia 3 y después
du =3.dx
derivamos
La derivada de 3x es simplemente 3.dx
Observamos que la integral esta completa,
4
(3x - 1) 3dx
Por lo tanto “ se puede escribir en términos de u como
Iu 4y
y se resuelve aplicando la formula de la potencia
4 us
J u du= ? +C Reescribiendo el resultado en términos de x tenemos
5
Bx-1) L C
5
2 _
]Zj(EnﬂI)lO 2 I(?ZXT*‘I)(}K %_'X)Cix - j (217'+ 1)(}x2 'FJY)(iX =
%,_J

u
Primero identificamos la funcién compuesta » y la derivamos
u=x>+x

du = (2x +1)dx

Prof. J. Rafael Martinez Gémez
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Observamos que la integral estd completa por lo que se puede escribir en términos de » de la
siguiente manera:

Prof. J. Rafael Martinez Gémez
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ju.du = Aplicamos la férmula de la potencia para resolver la integral
u2
'[“d“ = ?+ c Finalmente reescribimos en términos de “x”
(x2 + )c)2
=~ 7 +C
2

Ejemplo 3 J'xz X = sz (x3 _2)1/2 dx
S

u=x>-2
du =3x*dx

En este caso observamos que a nuestra integral le hace falta un valor numérico = 3, cuando esto

ocurre la integral se puede completar multiplicando y dividiendo por dicho valor, entonces al completar
la integral tenemos

1 12

3 I 3 xz(x3—2) dx
completado

completado

Ahora si podemos escribir la integral en términos de «

1 120y =
3J'u u

Aplicando la formula para integrar una potencia se resuelve la integral

3/2
Escribimos el resultado final en términos de X = (x3 _2) +C

Prof. J. Rafael Martinez Gémez
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Ejemplo 4 Ix(l 2x) y

Identificamos u y derivamos

u=1-2x%

du = —4x.dx

Completamos un -4 a la integral

—ij—4x(1—2x2)7 dx =

Reescribimos la integral en términos de u

—lj'zﬂdu
4
Integramos
8
IR BZA
48 32

Escribimos resultado en términos de x

1-2xy'
:( x) +C
32
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j cos? x.senx.dx
Ejemplo 5

- j(cos 5x)2 senSx.dx

|
u

Identificamos u y derivamos

u = cos5x
du = 5.sen5x.dx

Prof. J. Rafael Martinez Gémez
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Completamos un 5 a la integral

iJ.(cos 5x)2 5senSx.dx

Reescribimos la integral en términos de u
1.,

J‘u du
5

Integramos con la férmula de la potencia

Algunas integrales cuyos integrandos contienen una expresion elevada a una potencia no pueden ser
resueltas por la regla general de las potencias. Consideremos las dos integrales

jx(xz +1)dx y j(x2 +1)2 dx

La sustitucion u = x’+1 resuelve la primera, pero no la segunda (porque al integrando le falta el factor
X necesario para du ). Por fortuna, esta integral particular es factible desarrollando el integrando como

2
un binomio al cuadrado(x2 +1) =x'+2x" +1,

En la primera integral solo hace falta un valor numérico (2), por lo consiguiente se tiene que multiplicar
y dividir la integral por (2); lo cual no altera el valor del integrando porque, de hecho se esta
multiplicando por uno.

Prof. J. Rafael Martinez Gémez
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_[x(x2 +1)dx = l_|‘2x(x2 +1)dx =

Ejemplo 6
2
1 du =
u=x*+1 5.[“ w=
du =2xdx
2 2
1w _w -~
22 4
(xz+1)2
—+C

4

[(3 +3) (x2)dx =

1.,
= [udu =
u=x>+3 3.[
du =3x%dx
v o
33 9
(x3+3)3
+C
9

2. x(x2 —I)de
1 20 (2 /

Prof. J. Rafael Martinez Gémez
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3. Ix 9 — x2dx 6. Ixz x3 —ldx

4. Ix(l—3x2)3dx 7. ISx x? —3dx

5. Ixz (x3 —1)4dx 8. J.(6)C3 + 8)(3X2 )dX

Prof. J. Rafael Martinez Gémez
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9. I4x (4x2 +3)3dx 12. Ixz (1+x3 )2 dx

10. st_l_xzdx 13. j5x2(16—x3)2dx

3
(A
11. J.12t3 £ +2.dt 14. It (#-10) dr

Prof. J. Rafael Martinez Gémez
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INTEGRALES QUE GENERAN LOGARITMOS NATURALES

n+1

Cuando el exponente de una funcidn es igual a -1 la férmula de la potencia jx dx = 1 +C yano es valida por

la siguiente razén

~1+1 0

5 b9 X
j.x .Cix = = —— 00
-1+1 O

Como vemos al aplicar la formula de la potencia el denominador es igual a cero lo cual ya no es factible debido a
que el cociente no esta definido, otra forma equivalente de representar la integral es la siguiente

'[xfl.dx =Iidx

Por el teorema fundamental del calculo y la definicién de logaritmo natural sabemos que la derivada de

Ln (x) =_, porlo que laintegral de _ esun logaritmo natural, quedando la férmula de la siguiente manera

X X

jidxzj%anMwLC

De la misma manera para una funcién compuesta tenemos

J‘@ :Ln|u|+C
u
X dx
Ej lo1l.1
jemplo 1. Integrar j 7

Al hacer el analisis de la integral parece factible resolverla con la formula de logaritmo natural puesto que el
numerador de la fraccion se aproxima a la derivada de la funcién compuesta u que se encuentra en el
denominador.

X
d
'[x2+2 ’

Primero identificamos # y derivamos

u=x*+2
du =2x.dx

Prof. J. Rafael Martinez Gémez
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Completamos la integral puesto que en la derivada hace falta un 2

Prof. J. Rafael Martinez Gémez
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1 2x
= dx
2jf+2

Completa la integral, escribimos en términos de u

1 J‘ du
2% u
1
Integramos _Ln |u| +C
2
1 2
Finalmente escribimos la respuesta en términos de x EL” ‘x + 2‘ +C

2x°
Ejemplo 2. Integrar .[3—10dx
v

De igual manera que el ejemplo anterior el numerador se aproxima a la derivada del denominador, observa

u=x>-10
du =3x%.dx
La derivada es 3x.dx entonces el procedimiento para completar es sacar de la integral la constante 2 y escribir

el 3, de la siguiente manera

1. 3x°
) j Rl
34 x-10

Completa la integral reescribimos en términos de u

2 rdu
:3~[u

Resolvemos la integral

2
=_1In |u| +C
3
2 3
Finalmente escribimos en términos de x = EL” ‘x _10‘ +C

Prof. J. Rafael Martinez Gémez
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EJERCICIO 10 Integrales que generan logaritmos naturales

Utilizando la férmula del logaritmo natural hallar la integral indefinida (NOTA: No todas se resuelven con la

férmula Id—u)
u

1 12

1. dx 4. J'— dx
2x +1 6x +1
| [~
2. I dx 5. X dx
8x—5 x +1
3 '[1_ dx e
3-2x 6. J.*de
3—x

Prof. J. Rafael Martinez Gémez
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7. I dx

X

dx

I5=

X2 4+2x+3

—_—
X +3x° +9x

dx

Centro de Estudios Tecnolbgicos Industrial y de Servicios Num 1.
Tlahuac DF
Matematicas V

10. x+3
.[xz +6x+7

11. J~cos2x dx

sen2x
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Formula de la funcion exponencial

je”.du =e' +¢

u
Laintegral dela funcién € nos da por resultado la misma funcién mas la constante de integracion,

pero el detalle radica en identificar y comprobar que la integral este completa, es decir, una vez
identificada la variable U , en la integral debe estar también su derivada

La funcién compuesta U es el exponente de € y la cual tenemos que identificar para encontrar su
derivada.

Analiza las siguientes integrales...

) Iezx.dx b) Ix.ezx.dx 0 J‘x.ex2 dx

je”.du =e' +¢

(En cual de ellas es aplicable la formula?

Por supuesto identificando a la funcion % y derivando encontramos que aplica para a) y c): observa

u = 2x u = 2x u=x*
du=2.dx du=2.dx du = 2x.dx

En la primera integral En la segunda integral la En la tercera integral
solamente completamos un formula no aplica porque la solamente completamos un
valor numérico 2 derivada de u es 2 y sale valor numérico 2

sobrando una variable x

EJERCICIO 11 Integrales de la funcién exponencial I e*du

En los siguientes ejercicios encuentra la integral logaritmica de base e

NOTA: no todas requieren la formula de logaritmos exponencial J.eu du

Prof. J. Rafael Martinez Gémez
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5x
1. Ielo’dt 2, Ie dx
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N ije‘*dx 6. .[el’xdx

4
e~* (— 4x3 )dx
I senx.e*s *dx

7.

5. JAe*Z"dx 8. j3t.ez’2dt

Prof. J. Rafael Martinez Gémez
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I e e 12. J‘e"x/l+exdx

9. 1+e*
. 13. I(ez'“+3)4e2xdx
10. X
.!.x.e dx
14. Ixe‘gxzdx
4
1. lxe’“‘zdx

Prof. J. Rafael Martinez Gémez
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Integrales trigonométricas

Ejemplo 1 [ Sen 3x.dx
u=3x
du = 3.dx
1
—_cos3x+C
3
Ejemplo 2 [ x.Cos 5x2.dx
u = 5x?2
du = 10x.dx
1 [10x.Cos5x2dx = - [ Cosu.du= _Senu+C
10 10 10
1
__Senb5x2+C
10
Ejemplo3 [ 5x.Tan 3x2.dx
u = 3x?
du = 6x.dx
5 5 5
5[6x.Tan3.dx = [Tanu.du= >Ln|Secu|+ C Ln|Sec3x2| + C
6 6 6 6

Ejemplo 4 [(3x% + Cos 4x — 3.Sen 2x).dx

3 [ x2.dx + [ Cos 4x.dx — 3 [ Sen 2x.dx

3x3 1 3
4+ _Sen4x+ —Cos2x+C
3 4 2

Prof. J. Rafael Martinez Gémez
_54-



Centro de Estudios Tecnolbgicos Industrial y de Servicios Num 1.
Tlahuac DF
Matematicas V

EJERCICIO 12 Integrales de funciones trigonométricas

1. [(Sen 5x + Cos 9x)dx 4. [ 5x.Sec? 5x2.dx
2. [(Tan 10x + Sec x + 2)dx 5. [(6x + 3e*)dx
3. [ Sec? 2x.dx 6. [(Sec 5x + Tan 5x)dx

Prof. J. Rafael Martinez Gémez
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9. [(x2Csc x3 + 9x?)dx
7. [(5Sen 3x + 4Cos 6x)dx

10. [ Sen36x. dx
8. [(Sen 5x + Cos 9x)dx

Prof. J. Rafael Martinez Gémez
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Integracion por partes.

En esta seccion estudiaremos una técnica muy importante de integracion llamada integracion por
partes. Esta técnica puede aplicarse a una amplia variedad de integrales y es particularmente eficaz
para integrandos donde aparecen productos de funciones algebraicas y trascendentes. Por ejemplo,
funciona muy bien para resolver integrales como

I xlnx.dx | Ixze‘dx y Ie"senx.dx

Férmula de integracion por partes.

Si « y v son funciones de x con derivadas continuas,

Iu.dv =uy— Iv.du

Esta férmula expresa la integral original en términos de otra integral. Dependiendo de la
eleccion de « y &, puede ocurrir que la segunda integral sea mas facil que la original.

Estrategias para integrar por partes.

1. Intente tomar como «vla porcidon mas complicada del integrando que se ajusta a una regla
basica de integracion y como « el factor restante del integrando.

2. Intente tomar como «la porcion de integrando cuya derivada es una funcion mas simple
que « 'y como 4v el factor restante del integrando.

Integrales comunes resolubles mediante integracion por partes

1. En integrales de los tipos

j’ X'e“d, j x"sen(ax)dx O I X" cos (ax )

Hacer u=x"y dv=e“dx, sen(ax)dx 0 cos(ax)dx
2. Enintegrales de los tipos

jx" In xdlx, I x"arcsen(ax )dx, O jx” arctan (ax )dx

Hacer u=Inx, arcsen(ax) o arctan(ax) y dv=x"dx
3. Enintegrales de los tipos

Ie”"sen(bx)dx 0 Ie"“ cos(bx )dx

Prof. J. Rafael Martinez Gémez
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Ejemplo 1

J. x.e”dx

Resolver la integral

Solucioén: este ejemplo es digno de aplicar la formula de integracién por partes dado que se trata de una
multiplicacién de una funcion algebraica por una funcién logaritmica. Tenemos varias formas de elegir
la composicion:

j( x) @ J.(ez’C ) (x.dx) J.( 1 )(x.ezxdx) jw(dx)

La estrategia invita a elegir la primera opcion ya que la derivada de «=x s mas simple que x y ademas
dv = ¢*"dx | es la parte mas complicada del integrando que se adapta a una regla basica de integracion.

J‘x.ezx.dx =
u=x dv = ™
du =dx y= 2l e

Aplicando la férmula: Iu.dv =uv— Iv.du
tenemos:

Ix.ezx.dx =

— 1 2x Yy 1 2x _
—x(ze ) zje dx =

x , 11
A O
2 22
1
=t _eiC
2 4

Ejemplo 2. Hallar sz In x.dx

Prof. J. Rafael Martinez Gémez
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Solucién: en este caso. 2 €S Mas facil de integrar que Inx . Ademas la derivada de Inx es mas sencilla

que u =Inx . Por tanto, tomamos dv = x*dx .

Prof. J. Rafael Martinez Gémez
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Ixz In x.dx
u=Inx dv = x*dx
1
du=—dx ﬁ
V =
X 3

Al utilizar la formula: Iu.dv =uy— Iv.du
tenemos:

Ixz Inx.dx =

() lj (1)
=Inx - X dx =
R B

L) L

3 3
3 1 3
Thx-_Y 4cC
3 33

3
Y hx-*+C
3 9

Ejemplo 3: Hallar szsenSx.dx

., 2 . . . . . 2 ,
Solucién: los factores X~ y sen3x son igualmente faciles de integrar, pero la derivada de x° es mas

simple que la propia funcién mientras que la derivada de sen3x no lo es. En consecuencia optamos por

tomar u = x?

Al utilizar
Ixzsen3x.dx la
formula:
) dv = sen3xdx
u=x
1
du =2x.dx — v=— co0s3x3

Iu.dv =uy— Iv.du

Prof. J. Rafael Martinez Gémez
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tenemos:
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1 1
¥’ (— cos3x\ - (— ) ICOS 3x(2x) dx =
=)
X (1)

Observamos que nos queda otra integral a la
= ——CoS 3x+| —|(2) Ix_cos 3x.dx = que tenemos que aplicar nuevamente la
3 b ) férmula de integracion por partes

_ dv = cos3xdx
u=2Xx

1
du =dx v =_sen3x
3

2
= —x_cos 3x+ Z jx.cos 3x.dx =
3 3

X 2] x

=" cos3x+ 7~ Tsend3x —l jsen?’x.dx—l =
3 3l1s 3 I

2 2[ x 1 1 \—I
3

cos3x + ;L;serﬁx—gl\—;cos 3x)J =

2
:x_cos3x+2_xsen3x+icos3x+C

3 9 27

Prof. J. Rafael Martinez Gémez
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EJERCICIO 12 INTEGRACION POR PARTES

Resolver las siguientes integrales utilizando la férmula de integracion por partes (nota: no todas
se resuelven con la técnica de integracion por partes)

1. I xe>dx 4. J. In x3dx
2. J.xeg"dx 5. J.ln 3x.dx
3. J.ln 2x.dx 6. I4x.sen3x.dx

Prof. J. Rafael Martinez Gémez
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7. ij. cosSx.dx 10. J‘xzexzdx

8. J.xe_3xdx 11. Ix3 In x.dx

9 J‘ 3; dx 12. J.Zx.cos dxdx
) o
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Integral de funciones trigonométricas inversas

Cuando en una integral aparecen funciones derivadas del teorema de Pitdgoras se utilizan formulas especiales
que generan funciones trigonométricas inversas que pueden servir como soluciones a muchos problemas. Entre
las férmulas mas comunes tenemos las siguientes.

FORMULAS BASICAS

d 1
1. J'zu2=—arctgz+c 9 J'JL l_In “C
u< +a a a a” —u a—u
3. [ _lg,uma 4.

u
——— =arcsen —+C
u>—a*> 2a u+a J'\/az _y? a

5. di"‘_ / 2
_[ [u? + 2 = Ln(u+u £a?)+C 6. jwaz —uzafuzgvaz—u2 +a7arcseng+(
du 1
7. u a 8. =
J.Vu +a’ du—;v a’ ;Ln(u-f—\é; +a’)+C M\/ﬁ aarcsen “ic
Ejemplo1 |2 =
jemplo 4x*+9
w? = 4x? ,
u = 2x @ =9 Se aplica formula 1
du =2.dx a=3
1 2
J' dx _arctg_x C
4x+9 3 3

3x
Ejemplo 2 I dx =

Jx* +16

w? =x*
) a* =16 . .
u=x se aplica la férmula 5
=4
du =2x.dx “

3x
_[ dx=Ln(x2+\/x4+l6)+C
Jx* +16
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EJERCICIO 13 integracion de funciones trigonomeétricas inversas

d
R J.x2+x9
2) J.XZQEC4
dy
R

dx
9x* —1

Prof. J. Rafael Martinez Gémez
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S5x.dx
10) ﬁ?t::

-[ 3x.dx
x'+25

‘ngc’;er 4

12) j
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Aplicaciones de las integrales.

Es dificil encontrar una disciplina donde no se apliquen las integrales en la solucion de problemas,
ya que el area debajo de la curva de la funcion puede representar una solucion concreta, lo mismo puede
representar una distancia, cantidad de energia, un muestreo poblacional, una cantidad de dinero, una
velocidad una fuerza, etc...

La integral es un método rapido para resolver problemas donde se involucre una sumatoria de términos

n

delaforma ). f(xi)dx ,donde f(x).dx representa el area debajo de la curva de la funcién.

i=1

AREA ENTRE DOS FUNCIONES

Es el area de la funcion que esta situada por encima, menos el area de la funcién que esta situada por
debajo.

b

[[g(x)=7 (%) kix

a

Ejemplo 1 Calcular el 4rea limitada por lacurva y=x*-5x+6 ylarecta y=2x

Primero encontramos los puntos de interseccion
de ambas graficas

x> —5x+6=2x
X =Tx+6=0
(x—6)(x—l)=0

Por lo tanto los puntos de interseccion estan en

x1=1 y x2:6

Prof. J. Rafael Martinez Gémez
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6

j[2x - (x2 —5x— 6)]dx =

6 X 7 T
[[-x2+7x+6Jdx=—_+_x*—6x| =20.83

1 3 2 Jl

Ejemplo 2 Calcular el 4rea limitada por la pardbola )* =4x ylarecta y=x

La interseccion de ambas graficas se obtiene
a igualando las funciones

4x =x

4x = x*

x*—4x=0

x(x—4)=0

Por lo tanto los puntos de interseccion estan en

x; =0 y x, =4

4 4 4

l[2x”2 — x]dx = I2x”2dx — dex
0 0

Calcular el 4rea limitada por las graficas de las funciones 3y = x’e y = —x? +4x.
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Integracion por fracciones simples.

Un polinomio en x es una funcion de la forma a x" +ax"'+...+a x+a , donde a es una constante,
0 1 n—1 n

con a,#0, y n, que se llama el grado del polinomio, un entero no negativo.

Todo polinomio de coeficientes reales se puede expresar (al menos tedricamente) como producto
de factores reales lineales del tipo ax+b y factores reales cuadraticos irreducibles del tipo
ax’* +bx+c . (Un polinomio de grado 1 o mayor se dice irreducible si no puede ser factorizado en
polinomios de grados mas bajos.) Por la formula cuadratica ax? +bx+c, es irreducible si y solo si
b* —4ac>0. (En este caso, las raices de ax? +bx+c=0 no son reales.)

Ejemplo 1: (a) x> —x+1 esirreducible, ya que (1)’ -4(1)(1)= -3 <0.
(b) x* —x-1 no es irreducible, porque (-1)2 - 4(1)(-1) =5 > 0.

Una funcion F(x) = f(x)/g(x), donde f{x) y g(x) son polinomios, se llama una funcién racional.
Si el grado de f(x) es menor que el de g(x), se dice que F(x) es propia; en caso contrario, se llama
impropia.

Una funcion racional impropia puede expresarse como suma de un polinomio y una funcién racional
3
propia. AS], por ejemplo, * =, <

x? +1 x?+1

Toda funcidn racional propia puede expresarse (al menos teéricamente) como suma de fracciones
mas simples (fracciones simples) cuyos denominadores son de la forma (ax+5)" y (ax2 +bx + c)n, siendo

n un entero positivo. Dependiendo de la naturaleza de los factores del denominador, pueden
presentarse cuatro casos.

CASO I: FACTORES LINEALES DISTINTOS

A cada factor lineal (ax+b) que aparezca una sola vez en el denominador de una funcién racional propia

2, donde 4 es una constante que habra que

ax+b

le corresponde una sola fracciéon simple de la forma

determinar.

Ejemplo '[ 2 dx

Factorizamos el denominador

J. Prof. J. Rafael Martinez Gémez
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_ 2
o) dx = p
Jt55  Geaa”
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Como hay dos factores se descompone en dos fracciones simples

A B
+

2 —
W_ x—4 x+4

Para encontrar los valores de A y B se multiplica toda la expresion por el mem (x—4)(x+4)
2=A(x+4)+B(x-4)
Dar valores a x, de tal manera que se elimine una variable, por ejemplo si x =4

2=A4(4+4)+ B(4-4)

2= A(8)
a=2=1
8 4

De la misma manerasi x=—4

2=A(-4+4) +B(-4-4)

2=B(-8)

1

B=-2o-
8

Se sustituyen los valores encontrados de A y B y se resuelve la integral aplicando las formulas conocidas

2 dle dc 1 dx

jx2—16 4~[x—4 ij+4

1Ln|x—4|—iLn|x+4|+C
4 4
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CASO IlI: FACTORES LINEALES REPETIDOS

A cada factor lineal ax + b que aparezca n veces en el denominador de una funcién racional propia le
corresponde una suma de n fracciones simples de la forma

A A 4,

ax+b (ax+b)2 et (ax+b)n

Donde A es una constante que habra que determinar.

3x
Ejemplo '[ dx =

(x-2)°

Factorizamos el denominador

3x 3x
j(x—z)z e j(x—2)(x—2) “

Como hay dos factores repetidos le corresponde dos fracciones simples de la forma

3x 4 —B—
(-2)(x-2) x2 (-2

Para encontrar los valores de A y B se multiplica toda la expresion por el mem (x—2)(x-2)
3x=A(x-2)+B
Dar valores a x, de tal manera que se elimine una variable, por ejemplo si x=2
3(2) = A(2 —2) +B
6=8

B=6

De la misma manerasi x=0
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Se sustituyen los valores encontrados de A y B y se resuelve la integral aplicando las formulas conocidas

3x dc=3 dx dx
+

x—-2)
3Ln|x—2|+6 +C
-1
3Ln|x—2|— +C
x=2

En la primera integral aplica la formula

J

u

En la segunda aplica la férmula de la potencia J.u”du
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EJERCICIO 14 INTEGRACION POR FRACCIONES SIMPLES CASO 1Y 1l

Resolver las siguientes integrales por el método de fracciones simples (Caso | y II)

J.ldx

X2 -9

1
—d
2. J‘x2+7x+6 *
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X
5 dx
x"=3x-4
3x
s,
x2 —2x—8
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CASO lill: FACTORES CUADRATICOS DISTINTOS

A cada factor cuadratico irreducible ax? + bx + ¢ que aparezca una sola vez en el denominador de una funcién
racional propia le corresponde una sola fraccién Simple de la forma

Ax+B

— ——— , donde Ay B son constantes a determinar.
ax* +bx+c

Ejemplo 1. Encontrar la solucion de la siguiente integral

8x3 + 47x
Ixﬁ-+13x2—+36

8x> +47x _Ax+B+Cx+D

(x2+4)(x2 _|_9) X*+4  x*+9

Multiplicando por el mcm

8¢ +47x = (Ax+B)(x* +9) +(Cx+ D)(x2 +4)

8x3 +47x = Ax* +9Ax + Bx?> + 9B + Cx*> + 4Cx + Dx* + 4D

Igualando coeficientes tenemos...

A+C =8
B+D=0
94+4C =47
9B +4D =0

Despejando A de la ecuacion 1 y sustituyendo en 3

A=8-C 9(8-C)+4C=47
72-9C+4C =47 A=8-5

Despejando B de la ecuacion 2 y sustituyendo en 4

B=-D 9(-D)+4D =0
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D=0 A=0
3x+0 5x+0
dx + dx
xX’+4 J-x2+9
3 X 5 & dx =

dx +
'[x2+4 2'[x2+9

2
ELn‘xz +4‘+5Ln‘x2 +9‘+ C
2 2

CASO IV: FACTORES CUADRATICOS REPETIDOS
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A cada factor cuadratico irreducible ax? + bx + e que aparezca n veces en el denominador de una funcién
racional propia le corresponde una suma de n fracciones simples de la forma

Ax+B +_A4x+B, Ax+B,

2 2 )2 n
ax thbrtc (ax thr+e (ax2+bx+c)

Donde AY B son constantes a determinar.
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EJERCICIO 15 INTEGRACION POR FRACCIONES PARCIALES CASOS 11 Y IV

Resolver las siguientes integrales por el método de fracciones simples. (Caso Il y IV)

2x3 +3x% +4x+2
-[ xt+4x? +3

X
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3x% +5x-10

j x>+ 5x *
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x2 +5x+9

oo &
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Volumenes de solidos de revolucion.

Un sélido de revolucidn es generado al girar un area plana en torno a una recta, llamada el eje de revolucion,
en el plano. Por ejemplo el area rectangular debajo de la grafica de una funcién constante forma un cilindro
al girarla en torno al eje x .

fx)=3

LR

flz) =12

La integral es una herramienta muy poderosa para determinar el volumen de estos sé6lidos de revolucion,
aun tratandose de funciones mas complejas. Los metodos utilizados son los siguientes:

METODO DE LOS DISCOS.
Este método es util cuando el eje de rotacion es parte del contorno del area plana.

1. Hacer un dibujo del area de una franja representativa perpendicular al eje de revolucion del
rectangulo aproximante.

2. Escribir el volumen del disco (o cilindro) generado al girar un rectangulo aproximante en torno al
eje de revolucion y sumar para los n rectangulos.

3. Suponer que el nimero de rectangulos crece indefinidamente y aplicar el teorema fundamental.
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Cuando el eje de revolucidn es el eje x, y la frontera superior del area plana viene dada por una curva
y=/(x) entre x=ay x=» ver figura.

El volumen rdel s6lido de revolucion viene dado por
b

V= Iabnyzdx = TEJ. [f(x)]zdx

a

Analogamente, cuando el eje de rotacion es el eje y y un lado del area plana viene dada por la curva x=g¢(y)
entre y=ce y=d, el volumen r del sélido de revolucion es

V= chnxzdy =N Jld [g(y):lzdy

FIGURA 2.2 FIGURA 2.3
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METODO DE LAS ARANDELAS.
Este método es util cuando el eje de revolucion no es parte del contorno del area plana.

1. Igual que el paso uno del método de los discos

2. Prolongar los lados del rectangulo aproximante 4scp hasta alcanzar el eje de revolucion en los puntos
Ey F, como en la figura 2.9. Cuando el rectangulo aproximante se hace girar en torno al eje de
revolucion se forma una arandela cuyo volumen es la diferencia entre los volumenes generados al
girar los rectangulos E4BFy ecpren torno al eje. Escribir la diferencia de los dos volumenes y proceder
como el paso dos del método de los discos.

3. Suponer que el numero de rectangulos crece indefinidamente y aplicar el teorema fundamental.

Si el eje de revolucion es el eje x, la frontera superior del area plana viene dada por y=f(x), la inferior

por y=g(x) y la regién va desde x=« hasta x=» figura 2.3, entonces el volumen » del sélido de

revolucion viene dado por

V= b{rf(xﬂz —rg(xﬂz}dx

[ 10

Analogamente, si el eje de rotacion es el eje y y el area plana esta limitada a la derecha por x=7(y), a
la izquierda por x=g(y), superiormente por y=d e inferiormente por y=c figura 2.4, entonces el volumen

v viene dado por

v :njc {[f(y)]z —[8(y)]2}dy
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Ejemplo. Hallar el volumen generado al girar el area del primer cuadrante acotada por la parabola ;2 =8x y
su latus rectum (x=2) entorno al eje x.

Dividimos el area plana verticalmente, como se ve en la figura 2.7 con el rectangulo aproximante se hace girar
. . . 2 ,
en torno al eje x, se genera un disco de radio y, altura ax y volumen 7y Ax . La suma de los volimenes de

los » discos correspondientes a los n rectangulos aproximantes es ZnyzAx y el volumen requerido es

b 2 2
V:I dV=I ﬁyzdx=“I 8x.dx =4mx? 20:16“ Unidades

a 0 0

2. -9

Fig. 2.7
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. , . . y su latus rectmun (x=2)
Ejemplo. Hallar el volumen generado al girar el area acotada por la parabola 2 =8x

en torno al eje y.

Dividimos el area plana horizontalmente. Como se ve en la figura 2.9. Cuando el rectangulo aproximante se
hace girar en torno al eje y, genera una arandela cuyo volumen es la diferencia entre los volumenes generados
al girar el rectangulo ecpr (de dimensiones 2 por Ay )y el rectangulo E4FB (de dimensiones x por Ay)en

torno al eje y,estoes, © (2)2 Ay—m (x2)Ay. El volumen pedido es por tanto
4 4 4 4( yz\
2 2
V:J. 4ndy—J. mx dyzznj. (4-x )dy=2nJ. 4— __ldy=
. ; o 64

4 0

128
_Tn Unidades.
; @ 9
P(x, y) =
E (A/c
a
e
B . Fig2s8
Q 2
=
(2, —4)
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EJERCICIO AREA ENTRE DOS GRAFICAS 16

Calcular el area comprendida entre cada pareja de curvas.

1. f(x)=x>+2 y g(x)=-x entre x=0y x=1

2. f()c)=2—x2 y g(x)zx
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3. f(x)=x-4xy g(x)zO

4. f(x)=x+2x+2 y g(x)=x+8

Prof. J. Rafael Martinez Gémez
-9] -



Centro de Estudios Tecnolbgicos Industrial y de Servicios Num 1.
Tlahuac DF
Matematicas V

EJERCICIO SOLIDOS DE REVOLUCION METODO DE LOS DISCOS 17

En los Problemas 1 a 6, hallar el volumen generado al hacer girar el area plana dada en torno a la
recia que se indica. Usando el método de los discos (Dibuja la grafica).

2 . .
1. ¥=2x" entorno al eje x yentre x=0,y x=5; en torno al eje x.
Solucién: 2500m .
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2. x-y=l6,entornoaleje x yentrex=4y x=8.
Solucién: 256w /3
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EJERCICIO 18

En los Problemas 7 al 11, hallar el volumen generado al hacer girar el area plana dada en torno a la
recta que se indica, usando el método de las arandelas.

A2 B B
3. Interioray—2x ,y—O,x_O,x_s

Solucién: 625w

; en torno al eje y.

y=16 y=0,x=8.

: 2 _ :
4. Interiora * en torno al eje y.

Solucion: 1283n

FORMULARIO CALCULO INTEGRAL
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PROPIEDADES DE LAS INTEGRALES E INTEGRALES DIRECTAS

1) .[k.dx =kx+C Integral de una constante por una funcion

2) .[dx =x+C Integral de la diferencial dx

3) J’(u ty— W).dx _ Iu.dx n Iv.dx —Iw.dx Integral de una suma o resta de funciones
[vac=""ic

4) n+1 Integral de la potenciade X si n#—1

5) IL_ix&=lnx+C
6) Ie"dx —e 4+ C

INTEGRALES COMPUESTAS Y TRIGONOMETRICAS

Formulas aplicadas a las funciones compuestas f(x) =Uu

1. Ju "du = u +C 8. Isecu.du =Ln ﬁecu +tanu \+ C
n+l1

d

2 '[—u =lnu+C 9. Icscu.du =1Ln }cscu —cotu ‘+ C
u

3. Ie“du =e" +C 10. jsecu.tan u.du=secu+C

TRIGONOMETRICAS 11. Isecz u.du=tanu+C
4. Isenu.du = —cosu +C 12. Icscu.cotu.du = —cscu +C
5. Icos u.du =senu+C 13. J‘csc2 u.du = —cotu +C

6. Itan u.du =Ln‘secu‘+C

7. Icotu.du =Ln }sen.u‘+C

INTEGRALES TRIGONOMETRICAS INVERSAS

1 u
di = 1,
9. u arctg +C 10. du _ 1 lna+u+C
.[uz+a2 a a Iaz —u? Z a—u
du u
1. du  _ 1, u-a_ - 12. =arcsen +C
2 g2
Iu dua 2 u+a J. la? —u? a
13. :Lkn(u+ 2442)4C 14. e u 2 2 at u
I a* —u? P + arcsen +C
Ju? +a? R du d“:% a -, a

15. a 16 = arcsen +

u* ta “hRtd | — Ju* +a?
I du:z J_ran(u+\ y+C Iu\/uz_az

a a

Integracién por partes Teorema fundamental de calculo

I wdy =y - I v.du [ £(x)ds=F(x)]. = F (b) - F(a)
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